Un Model matemàtic per a l'anàlisi d'imatges by Morel, Jean-Michel et al.
Butllet´ı de la Societat Catalana de Matema`tiques
Vol. 14, nu´m. 1, 1999. Pa`g. 63–83
Un model matema`tic per a l’ana`lisi d’imatges∗
Vicent Caselles, Bartomeu Coll, Jean-Michel Morel
1 Introduccio´
Dins el camp de la visio´ per ordinador, el tractament o l’ana`lisi de les imatges e´s una
de les tasques fonamentals. Moltes so´n les aplicacions on es te´ una base d’imatges
respecte de les quals es necessita fer una ana`lisi per a una posterior interpretacio´ o
per poder extreure una informacio´ que despre´s podrem processar. En algunes apli-
cacions, com e´s el cas de les aplicacions industrials i me`diques, s’obtenen sequ¨e`ncies
d’imatges tridimensionals (3D). Pensem en el cas de la tomograﬁa axial computada
(TAC), la qual ens do´na informacio´ en 3D de les estructures internes del cos huma`.
Poder entendre aquestes imatges requereix la identiﬁcacio´ i modelitzacio´ de les su-
perf´ıcies dels objectes que so´n presents en les estructures en 3D. En el cas de les
imatges per sate`l.lit, un dels problemes prove´ del renou present en la imatge ma-
teixa, degut potser a problemes de captacio´ o transmissio´. En aquest cas s’intenta
fer un ﬁltratge o preprocessament, intentant eliminar aquest renou i conservar la
informacio´ inherent a la pro`pia imatge. El reconeixement automa`tic de les formes
e´s tambe´ un dels camps de la visio´ on l’ana`lisi de les imatges e´s una part fonamen-
tal. Pensem en el reconeixement de la signatura o la lectura automa`tica de cara`cters.
En el cas de la videovigila`ncia potser es tracta d’identiﬁcar els trets principals en la
ﬁsonomia d’una persona o be´ d’analitzar algun objecte que hi apareix. I no oblidem
el camp de la robo`tica, on l’ana`lisi de les imatges en temps real que s’obtenen de
l’entorn 3D en que` es mou el robot, e´s d’una gran importa`ncia en la reconstruccio´
del seu entorn f´ısic. En aquest cas, l’ana`lisi o processament de les imatges seria
un exemple del que anomenam visio´ de baix nivell, mentre que el problema de la
robo`tica aniria lligat a la visio´ d’alt nivell.
Aquests tan sols so´n alguns exemples d’aplicacions en el mo´n de la visio´ per
ordinador, en el qual l’ana`lisi de les imatges te´ un paper fonamental. En aquesta
ana`lisi no e´s fa`cil extreure la informacio´ continguda en la imatge a partir dels nivells
de grisos associats als p´ıxels de la imatge. E´s per aixo` que es fa necessari saber com
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es formen les imatges de la vida real i quines so´n les operacions ba`siques que les
conformen. En general, les imatges de la vida real o quotidiana que es projecten
sobre la nostra retina, esdevenen un puzle a causa de la descomposicio´ arbitra`ria
dels objectes que fan els uns sobre els altres a causa de les oclusions i ombres a
que` donen lloc. Aquest puzle el resolem perllongant mentalment els objectes a
partir de les ombres i les oclusions. Aquesta capacitat que tenim per completar els
objectes s’anomena completacio´ amodal, segons la teoria del fenomeno`leg Kanizsa
(vegeu [10]). Quan tenim una imatge natural, e´s a dir, una fotograﬁa d’una escena
exterior o interior presa amb una ca`mera esta`ndard, i la digitalitzam, e´s a dir, la
posam dins la memo`ria de l’ordinador com si fos una matriu amb nombres, llavors
ens plantejam si podem deﬁnir algorismes de tal manera que puguem dur a terme
aquesta «completacio´ amodal» (les juncions en T) i per tant, restituir una part de
l’estructura f´ısica de l’escena fotograﬁada.
Estudiarem el mapa topogra`ﬁc de la imatge com l’estructura ba`sica que ens do´na
la informacio´ sobre els objectes de la mateixa imatge, aixo` e´s, una descripcio´ com-
pleta de la imatge per les fronteres dels conjunts de nivell i les juncions, o singula-
ritats produ¨ıdes per aquestes fronteres ([3], [4]). Aquesta estructura sera` invariant
pels canvis de contrast de la imatge, propietat important imposada pelmateix model
que estudiarem en la generacio´ d’imatges. Aquest fet ens portara` a deﬁnir un tipus
de singularitats essencials associades al mapa i de donar uns models matema`tics
per poder simpliﬁcar la complexitat del mapa. Finalment, presentarem uns models
de ﬁltratge per a imatges segons els principis d’invaria`ncia que es demanen als di-
ferents models, basats en l’anomenada teoria de l’scale-space, i que preservaran les
singularitats ba`siques de la imatge.
2 La teoria de Kanizsa: generacio´ de les imatges
2.1 Model simpliﬁcat per a la generacio´ d’imatges naturals
Una qu¨estio´ que ens plantejam dins l’ana`lisi d’imatges, prove´ del cam´ı a partir del
qual les imatges han estat f´ısicament generades. En el mo´n de l’acu´stica, la principal
operacio´ per a la qual els sons so´n generats e´s la vibracio´ d’algun material r´ıgid o
ela`stic. Si pensam en el cas del senyal i des d’un punt de vista matema`tic, els sons
elementals so´n senyals ocil.latoris de manera que, quan diversos sons so´n emesos
de manera simulta`nia, el resultat ﬁnal del senyal e´s simplement sumar els sons
elementals. Com a conseque`ncia d’aquest fet, el mo´n dels sons e´s modelitzat com
a un espai vectorial amb descomposicions lineals.
En general, l’ana`lisi dels sons intenta amb aquest tipus de descomposicio´ trobar
les diferents fonts amb el seu diferent temps i localitzacio´ de les frequ¨e`ncies. Per una
part, l’ana`lisi de senyals descompon el senyal en sons elementals que millor poden
ser localitzats en frequ¨e`ncia (ana`lisi de Fourier) o en temps (ana`lisi en ondetes o
wavelets), o el dos alhora (Gabor, etc.), i per l’altra, ho fa de tal manera que aquesta
descomposicio´ sigui tan diferent com sigui possible (descomposicio´ ortogonal). Dins
l’ana`lisi d’imatges tambe´ es tractaria de trobar aquests objectes ba`sics (o sons, en el
cas dels senyals) en els quals es pogue´s descompondre la imatge. Vegem-ho per al
cas d’un model simple de generacio´ d’imatges.
D’acord amb aquest model ba`sic, la generacio´ d’imatges naturals te´ lloc quan la
llum solar o artiﬁcial reﬂectida pels objectes f´ısics e´s obligada a passar pel forat
d’una cambra negra (o caixa negra) i ﬁnalment s’imprimeix sobre la cara oposada
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del forat de l’interior de la caixa negra. L’u´nica hipo`tesi que cal fer e´s que la llum es
propaga en l´ınia recta, fet cert per al problema que estem tractant. Llavors, si (x,y)
e´s un punt gene`ric d’un pla fotosensitiu, anomenam u(x,y) el resultat d’aquesta
impressio´, el qual podem suposar que e´s un valor real que mesura la intensitat (o
energia) de la imatge avaluada al punt (x,y).
Segons la hipo`tesi lambertiana, la llumnatural o artiﬁcial que es reﬂecteix sobre la
superf´ıcie dels objectes e´s la mateixa en totes les direccions. Aquesta hipo`tesi posa
uns problemes: diferents parts de la superf´ıcie dels objectes reﬂecteixen diferents
intensitats de llum. Per altra part, els objectes poden ocultar a altres diverses fonts
de llum. En aquest u´ltim cas, apareixen les ombres sobre les seves superf´ıcies.
2.2 Que` e´s una imatge digital?
La difere`ncia entre una fotograﬁa o imatge natural i una imatge digital, e´s donada
pel tipus de codiﬁcacio´. Per posar una fotograﬁa dins la memo`ria d’un ordinador,
es divideix la imatge en petits trossos quadrats, que anomenarem p´ıxels, i a cada un
d’aquests quadrats o p´ıxels li associarem un nu´mero que representa la llumina`ncia
Per a la codiﬁcacio´, cada nu´mero representa el nivell de gris associat al p´ıxel
(x,y). Generalment, el negre esta` codiﬁcat pel zero, el 1 representa un color un poc
menys negre, el 2 e´s encara un poc menys negre que el 1 i aix´ı. Dins la convencio´
que s’utilitza en el mo´n de la informa`tica, el 255 representa la codiﬁcacio´ del color
blanc.
Aquestes convencions no so´n absolutes. Pensem en una fotograﬁa. Si no hi ha
massa llum, la foto tendeix a saturar-se al negre mentre que si hi ha massa llum, la
foto tendeix a saturar-se al blanc. I aixo` e´s perque` la majoria dels captors de llum
no so´n lineals i, encara pitjor, tenen un rang ﬁnit. Per aixo`, quan la llum e´s massa
forta (o feble) hi ha una saturacio´ dels captors cap al blanc (o cap al negre).
Encara que el blanc i el negre absoluts no existeixen en la percepcio´, l’escala de les
intensitats lluminoses interme`dies existeix, i normalment la codiﬁcam pels nombres
enters creixents de 0 a 255. Llavors, amb aquesta divisio´ en p´ıxels, una imatge digital
e´s una matriu de nu´meros dins la memo`ria de l’ordinador.
resposta del captor
foscor saturació
intensitat lluminosa
Figura 1: Resposta no lineal dels captors.
E´s evident que quan digitalitzam una fotograﬁa, la imatge resultant digitalitzada
es pareixera`me´s als nivells de grisos de la foto si la resolucio´ e´s me´s alta. La resolucio´
es pot entendre com la capacitat del sistema de la imatge per reproduir el contrast
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dels objectes de mides diferents. Per contrast, entenem les difere`ncies en intensitat
dins un mateix objecte o be´ entre un objecte i el fons que l’enrevolta. Notem que si
una imatge digital ha estat digitalitzada amb una resolucio´ suﬁcient, ella mateixa te´
incorporada tota la complexitat i la riquesa de la fotograﬁa.
2.3 Operacions ba`siques en la generacio´ d’imatges: oclusions i
transpare`ncies
Ben igual que en el cas de l’ana`lisi de senyals o de sons, hem d’analitzar el fet mateix
de la generacio´ d’imatges naturals. A partir de l’ana`lisi de les operacions ba`siques
que donen lloc a les imatges naturals, podrem analitzar l’estructura dels objectes
que conformen les imatges (vegeu [3]).
2.3.1 Oclusio´ Seguint la teoria de Kanizsa, generalment veiem les parts dels ob-
jectes davant de nosaltres que no ens queden ocultes per altres objectes. Ho podem
formalitzar dient que els objectes han estat posats a l’escena, un per un o un darrere
l’altre.
Donat un objecte A˜ davant la ca`mera, anomenam A la regio´ de la imatge plana
sobre la qual s’ha projectat l’objecte per la ca`mera. AnomenamuA el nivell de gris de
la imatge de l’objecte A˜ aix´ıgenerat, el qual esta` deﬁnit en la regio´ planaA. Suposem
que l’objecte A˜ s’afegeix a una escena real R˜ tal que la seva imatge era v. Observam
una nova imatge, la qual depe`n de quina part de l’objecte A˜ esta` davant els objectes
de R˜ i quina darrera. Suposem que A˜ oclusiona objectes de R˜ i no esta` ocult per cap
objecte de R˜. Tenim llavors una nova imatge uR˜∪A˜ deﬁnida per:
uR˜∪A˜ = uA en A
uR˜∪A˜ = v en R2 \A . (1)
Notem que en aquest model ba`sic no hem tengut en compte els efectes de l’ombra.
2.3.2 Transpare`ncia Suposem que una de les fonts de llum e´s un punt en l’espai
euclidi i que un objecte A˜ s’interposa entre una escena R˜, la imatge de la qual e´s v,
i aquesta font de llum.
Anomenarem S˜ l’ombra de A˜ i S la regio´ que ocupa S˜ en la imatge plana. Llavors
la imatge resultant u es deﬁneix com a:
uR˜,S˜,g = v en R2 \ S
uR˜,S˜,g = g(v) en S .
(2)
on g denota una funcio´ de contrast degut a l’ombra, la qual se suposa que e´s uni-
forme en S˜.
Clarament, g(s) ≤ s, ja que la lluminositat decreix dins una ombra. L’u´nica
hipo`tesi que podem fer sobre g e´s: punts d’igual nivell de gris s abans d’haver-hi
l’ombra (mateix color) despre´s de l’ombra tenen un nou nivell de gris g(s), pero` el
mateix pels diferents punts.
Una variant de l’efecte de l’ombra, el qual ha estat discutit per Kanizsa, e´s el
fenomen de la transpare`ncia. En aquest cas, un objecte homogeni transparent S˜
s’interposa entre part de l’escena i l’observador. Ja que S˜ intercepta part de la llum
enviada per l’escena, obtenim una relacio´ equivalent per al cas de l’ombra i per
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tant, des del punt de vista del processament d’imatges, transpare`ncia i ombra so´n
equivalents. Si la transpare`ncia (o ombra) passa de manera uniforme sobre tota
l’escena; llavors, la darrera relacio´ sera`
ug = g(v), (3)
la qual cosa ens diu que l’escala de nivell de grisos de la imatge s’ha alterat per una
funcio´ de canvi de contrast no decreixent.
Notem que en el mo´n real tenim moltes fonts diverses de llums, ombres, au-
toil.luminacions dels objectes, llums difoses, etc. i per tant, el proce´s e´s molt me´s
complex que el del model ba`sic presentat.
2.4 Requeriments per als operadors d’ana`lisi d’imatges
Segons les operacions ba`siques deﬁnides abans en la generacio´ d’imatges, oclusio´ i
transpare`ncia, qualsevol processament de la imatge ha d’evitar destruir l’estructura
de la imatge resultant d’aquestes operacions (1,2). Llavors el nostre model simple
de generacio´ d’imatges ens imposa que les operacions d’ana`lisi d’imatges han de
ser invariants respecte a qualsevol canvi de contrast, un requeriment proposat per
Matheron [14]. Direm que una operacio´ T sobre una imatge e´s invariant per contrast
si
T(g(u)) = g(T(u))
per a qualsevol funcio´ de canvi de contrast g no decreixent. Exemples cla`ssics d’a-
quests tipus d’operadors so´n l’erosio´, la dilatacio´, l’obertura i el tancament.
Ja s’ha comentat abans que la major part dels captors de llum so´n no lineals, i
per aixo` quan la llum e´s massa forta o feble, es produeix una saturacio´ dels captors.
Llavors els canvis de contrast no so´n causats nome´s pels sensors sino´ tambe´ pels
canvis d’intensitat de la llum i els mateixos objectes presents en l’escena, el que
do´na lloc als canvis de contrast local.
L’evide`ncia de la invaria`ncia de contrast en algunes branques de la visio´ per or-
dinador associades al reconeixement de formes e´s directa. Julesz, en la seva teoria,
proposa els extrems de curvatura (racons o terminacions en la seva terminologia)
aix´ı com les seves orientacions, com a claus per a la deteccio´ de textures. Tambe´
la teoria d’Attneave sobre el reconeixement huma` de les formes, proposa els punts
de curvatura i d’inﬂexio´ com a punts que contenen aquesta informacio´ ba`sica. En el
cas de l’orientacio´, aquesta e´s donada per un vector tangent a la isofota i no s’altera
per un canvi de contrast, igualment que la curvatura, la qual e´s calculada com la
curvatura de les l´ınies de nivell.
3 L’estructura ba`sica per a l’ana`lisi d’imatges. El mapa topogra`ﬁc
Anomenam objectes ba`sics una classe d’objectes matema`tics, me´s simples que tota
la imatge, els quals permeten descompondre la imatge i a partir dels quals la podem
reconstruir. Dos exemples cla`ssics dins la descomposicio´ d’una imatge so´n:
• Descomposicio´ additiva en ondes simples: Els objectes ba`sics de l’ana`lisi de
Fourier so´n el cosinus i el sinus; de l’ana`lisi d’ondetes, ho so´n les ondetes o el
paquet d’ondetes; els objectes ba`sics de l’ana`lisi de Gabor so´n les gaussianes
modulades per sinus i cosinus. En tots aquests casos, la descomposicio´ e´s
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additiva i no s’adapta a l’estructura de les imatges. De fet, les operacions que
ens porten a la construccio´ d’imatges reals so´n fortament no lineals i la me´s
simple d’elles, el canvi de contrast, no preserva la descomposicio´ additiva.
Aquesta objecccio´ no e´s certa en el cas de la compressio´ d’imatges, ja que en
aquest cas les estructures de les escales ﬁnes de la image so´n les dominants i
aquesta estructura e´s lineal.
• Representacio´ de la imatge per una segmentacio´, e´s a dir, la descomposicio´ de
la imatge en regions homoge`nies separades per fronteres o contorns. La nocio´
de contorn va lligada a la nocio´ de discontinu¨ıtat i aquests contorns han estat
considerats, i encara ho so´n en molts de casos, com als objectes ba`sics de la
imatge. Un resum dels models relacionats amb l’ana`lisi variacional per a la
deﬁnicio´ de la nocio´ de contorn, el podem trobar en [15], on s’argumenta que
tots els me`todes de deteccio´ de contorns so´n variacionals. La idea de contorn
basat en la discontinu¨ıtat de la imatge no imposa cap restriccio´ sobre el salt,
pero` en la pra`ctica no ho podem calcular si no ﬁxam la intensitat del contrast
en els contorns, normalment un valor constant per a tota la imatge. Aquest
criteri no e´s invariant respecte als canvis de contrast. Me´s encara, els cla`ssics
detectors de contorns ba`sicament consisteixen en la convolucio´ de la imatge u
amb un nucli k, seguit per un detector de contorns de tipus diferencial. Llavors
si g e´s no lineal, k∗ (g(u)) = g(k∗u).
La morfologia matema`tica ofereix una alternativa: descompondre una imatge
u en els seus conjunts de nivell, aixo` e´s, en els conjunts Xλu = {x ∈ R2 : u(x) ≥
λ}, λ ∈ R, i els conjunts Xλ s’anomenen conjunts de nivell de u. Una imatge
pot ser reconstru¨ıda a partir dels conjunts de nivell per la fo´rmula:
u(x) = sup{λ,u(x) ≥ λ} = sup{λ,x ∈ Xλu}.
La descomposicio´ e´s, per tant, no lineal i redueix la imatge a una fam´ılia de
conjunts al pla {Xλ}. O`bviament, si transformam la imatge u en g(u) on g e´s
una funcio´ creixent, entesa com a una funcio´ de contrast, llavors els conjunts
de nivell de g(u) so´n els mateixos que u. Anem, doncs, a deﬁnir el mapa
topogra`ﬁc associat a una imatge i a enunciar el resultat sobre la seva invaria`ncia
per canvis de contrast locals (vegeu [4]).
Sigui Ω un domini en R2. Sigui u : Ω → R una imatge, e´s a dir, una funcio´ mesu-
rable i ﬁtada.
1 Deﬁnicio´ Donada una imatge u, anomenarem conjunts de nivell superiors de u
els conjunts de la forma [u ≥ λ], on λ ∈ R.
2 Deﬁnicio´ El mapa topogra`ﬁc superior d’una imatge e´s el conjunt format pels com-
ponents connexos dels conjunts de nivell de u, [u ≥ λ], λ ∈ R.
Notem que, per la fo´rmula anterior, el mapa topogra`ﬁc superior associat amb u
determina de manera u´nica la funcio´ u. Tambe´ podr´ıem treballar amb els conjunts
de nivell inferiors de u, [u ≤ λ].
Anomenam l´ınies de nivell de u les fronteres dels conjunts de nivell superiors de
u. Si suposam que podem determinar els conjunts de nivell deu a partir de les seves
fronteres, les l´ınies de nivell, llavors podem redeﬁnir el mapa topogra`ﬁc de u com la
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fam´ılia de les l´ınies de nivell de u. Aquest e´s el cas si la nostra imatge te´ la propietat
que per a cada conjunt de nivell [u ≥ λ], λ ∈ R, la frontera ∂[u ≥ λ] e´s donada
com la unio´ numerable o ﬁnita de corbes de Jordan tancades. Llavors, les l´ınies de
nivell orientades deﬁneixen els conjunts de nivell i, aix´ı, la funcio´ u. Aquest fet
restringeix el nostre model funcional per imatges cont´ınues pero` no representa cap
restriccio´ al mo´n de les imatges digitals. De fet, en el camp discret podem associar
a cada conjunt de nivell un u´nic conjunt ﬁnit de corbes orientades de Jordan, les
quals deﬁneixen la seva frontera i, rec´ıprocament, el conjunt de nivell es deﬁneix de
manera u´nica a partir de les seves corbes de Jordan. En aquest cas, les anomenarem
corbes de la imatge. En el que segueix, suposarem que aquestes corbes de nivell
existeixen, be´ sigui perque` la imatge e´s discreta o be´ perque` pertany a un espai
adequat de funcions.
3 Deﬁnicio´ Si u pertany a un espai de funcions tal que cada component connex
d’un conjunt de nivell e´s ﬁtat per un conjunt numerable o ﬁnit de corbes de Jordan
orientades, llavors anomenarem mapa topogra`ﬁc de u la fam´ılia d’aquestes corbes
de Jordan.
Noteu que, quan visualitzam el mapa topogra`ﬁc, tan sols visualitzarem les corbes
de Jordan sense especiﬁcar els seus nivells λ o la seva orientacio´. Evidentment, per
al cas de la reconstrucio´ de la imatge de u, necessitam aquesta informacio´.
Si suposam que els conjunts de nivell so´n subconjunts tancats de Cacciopoli de
R2, aixo` e´s, conjunts tancats els quals tenen llarga`ria ﬁnita, llavors la seva frontera
essencial e´s una unio´ numerable o ﬁnita de corbes tancades de Jordan i, possible-
ment, un conjunt de mesura de Hausdorf H1 nul.la. En aquest cas, podem descriure
els components connexos dels conjunts de nivell per la seva frontera. Aquest e´s un
cas interessant perque` cobreix el cas de les funcions de variacio´ ﬁtada, o simplement
de classe BV , les quals han estat emprades en certs models de les imatges, com per
exemple en el cas de la deteccio´ de contorns, realc¸ament de la imatge, etc. De fet,
si u ∈ BV(Ω), llavors gairebe´ tots els conjunts de nivell [u ≥ λ] so´n conjunts de
Cacciopoli i el mapa topogra`ﬁc de u pot ser descrit en termes de les l´ınies de nivell
de u, per la fo´rmula de la reconstruccio´.
3.1 Propietats d’invaria`ncia del mapa topogra`ﬁc superior
Provarem que el mapa topogra`ﬁc e´s invariant per contrast. Sigui Ω un domini en el
pla (per exemple, un rectangle). Donada una imatge u : Ω → R, λ ∈ R i x ∈ [u ≥ λ],
denotarem per cc([u ≥ λ],x) el component connex de [u ≥ λ] en Ω que conte´ a x.
4 Deﬁnicio´ Direm que una aplicacio´ multivaluada h : Ω × R → P(R) e´s una multi-
funcio´ mono`tona si
MM1) h(x,λ) e´s un interval de R per a qualsevol x ∈ Ω i λ ∈ R.
Sigui h−(., λ) = inf{µ : µ ∈ h(x,λ)}, h+(., λ) = sup{µ : µ ∈ h(x,λ)}.
MM2) Si λ > µ, llavors o be´ h(x,λ) = h(x,µ) o be´ h+(., µ) ≤ h−(., λ).
MM3) ∪λ∈Rh(x,λ) e´s un interval de R.
5 Deﬁnicio´ Sigui u : Ω → [a,b] una imatge i sigui {Xλ : λ ∈ [a,b]} la fam´ılia dels
seus conjunts de nivell. Direm que una aplicacio´ multivaluada h : Ω × R → P(R) e´s
un canvi de contrast local per a u si
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H1) h e´s una multifuncio´ mono`tona tal que per a cada λ ∈ R, h−(., λ), h+(., λ) so´n
mesurables en Ω.
H2) Si u(x) < λ, llavors h+(x,u(x)) = h−(x,λ) < h+(x,λ), x ∈ Ω, λ ∈ R.
H3) h+(x,λ) = h+(y,λ) per a tot x,y pertanyent al mateix component connex de
[u ≥ λ], λ ∈ R.
H4) Sigui v(x) = h+(x,u(x)). Si y ∈ cc([v ≥ µ],x) on µ ∈ h(x,λ), x ∈ Ω, λ ∈ R,
llavors h(x,λ) = h(y,λ).
6 Deﬁnicio´ ([6]) Sigui u : Ω → [a,b] una imatge. Direm que v e´s una representacio´
local de u si existeix algun canvi de contrast local h tal que v(x) = h+(x,u(x)),
x ∈ Ω.
La segu¨ent proposicio´ prova que els canvis de contrast locals preserven el mapa
topogra`ﬁc superior i per lo tant, el mapa topogra`ﬁc.
7 Proposicio´ Sigui u : Ω → [a,b] i sigui v(x) = h+(x,u(x)), x ∈ Ω, una represen-
tacio´ local de u. Llavors:
i) v(x) = sup{h+(x,λ) : x ∈ Xλu}, x ∈ Ω. A me´s, x ∈ Xλu si i nome´s si x ∈
Xh(x,λ)v, x ∈ Ω, λ ∈ R.
ii) v e´s una funcio´ mesurable.
iii) Sigui Γ (resp. Γ ′) un component connex de [v ≥ µ] (resp. [u ≥ λ]) el qual conte´ x
i µ = h+(x,λ). Llavors Γ = Γ ′.
iv) Per a cada component connex X de [u ≥ λ] existeix µ i un component connex Y
de Yµ tal que X = Y i inversament.
El proper resultat ens diu que si dues imatges tenen el mateix mapa topogra`ﬁc
superior, llavors estan relacionades per un canvi de contrast local. En aquest cas,
les imatges poden ser considerades com a classes d’equivale`ncia de funcions, mo`dul
canvis de contrast local.
8 Teorema Siguin u,v : Rn → R dues funcions mesurables i ﬁtades (imatges), i siguin
Xλ, respectivament Yλ, la fam´ılia dels seus conjunts de nivell. Donat un conjunt de
nivell Xλ (o Yλ) i un punt x ∈ Rn, suposem que per a cada component connex X de
Xλ existeix µ i un component connex Y de Yµ tal que X = Y i aixo` mateix amb Xλ i
Yµ intercanviats. Llavors existeix un canvi de contrast local g(x,λ) tal que v(x) =
g+(x,u(x)).
Una interpretacio´ intu¨ıtiva del mapa topogra`ﬁc pot ser donada per les segu¨ents
equivale`ncies:
• Components connexos dels conjunts de nivell = Unio´ booleana d’objectes f´ısics.
• L´ınies de nivell = Concatenacio´ de trossos de fronteres d’objectes f´ısics.
• Juncions alineades = Frontera en oclusio´.
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3.2 Les singularitats de Kanizsa: les juncions en T
Notem que en el proce´s de formacio´ de la imatge, ja sigui cont´ınua o digital, hi pot
haver un canvi de contrast desconegut i no recuperable. Amb l’estructura donada
pel mapa topogra`ﬁc, la imatge s’ha redu¨ıt a uns objectes que so´n invariants respecte
als canvis de contrast, els components connexos dels conjunts de nivell de la imatge.
A me´s, en el cas de les imatges digitals i per a segons quins espais de funcions en
el cas anal´ıtic, el mapa topogra`ﬁc d’una image pot ser descrit per la fam´ılia de les
seves corbes de nivell.
b)a)
d)c)
f)e)
g)
Figura 2: Ana`lisi en relleu de la informacio´ de la imatge.
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La ﬁgura anterior e´s unamostra d’una imatge generada per una oclusio´. En aquest
cas, un disc gris e´s parcialment tapat per un quadrat me´s obscur. La ﬁgura b) ens
do´na una perspectiva d’aquest relleu. La imatge a) representa el quadrat sobre el
disc i e´s una projeccio´ de la ﬁgura b). Les ﬁgures c) i d) so´n dos conjunts de nivell
a diferents nivells del relleu donat per b). Les ﬁgures e) i f) so´n les fronteres dels
conjunts de nivell o les corbes de nivell de la imatge, aix´ı com ho hem deﬁnit abans.
Finalment la ﬁgura g) ens do´na la superposicio´ de les dues l´ınies de nivell e) i f).
En aquest cas apareixen dues lletres T, o juncions, i l’estructura que es do´na e´s la
segu¨ent: Hi ha una part comu´ a les dues l´ınies de nivell diferents i dues parts que no
so´n comuns. Llavors a partir d’aqu´ı podem deduir que una juncio´ en T es produeix,
quan es te´ un primer contorn, un segon que arriba ﬁns el primer i es tallen, de tal
manera que el primer es comporta com la barra horitzontal de la T i el segon, com la
barra vertical. Basat en la teoria de Kanizsa, podem deﬁnir les parts signiﬁcatives de
les imatges com el resultat d’una segmentacio´ de les l´ınies de nivell per les juncions
en T.
Llavors a partir d’aqu´ı podem enunciar l’algorisme:
• Calcular els conjunts de nivell.
• Calcular les l´ınies de nivell, o fronteres dels conjunts de nivell.
• Comparar dues a dues aquestes l´ınies de nivell per trobar els punts on bifur-
quen i donen lloc als punts de juncio´ en T.
3.3 Ca`lcul de les l´ınies de nivell i juncions sobre les imatges digitals
En una imatge digital, els conjunts de nivell so´n calculats per un simple llindar λ
i en la tecnologia actual, λ = 0,1,2, . . . ,255, aix´ı que podem associar a la imatge
digital 255 nivells de grisos diferents. Les corbes de Jordan frontera dels conjunts
de nivell, les l´ınies de nivell, so´n fa`cilment calculables per un algorisme de ca`lcul de
contorns, el qual ens do´na cadenes de segments verticals o horitzontals limitant els
p´ıxels.
A nivell discret, deﬁnirem les juncions en T, com a qualsevol punt de la imatge
plana a on dues l´ınies de nivell (amb nivells diferents λ) es troben. E´s a dir, con-
siderarem que es troben en un punt si les l´ınies de nivell divergeixen de manera
signiﬁcativa l’una de l’altra. Llavors per poder distingir aquesta situacio´ de la situ-
acio´ en la qual dues l´ınies de nivell paral.leles es troben en diferents punts a causa
dels efectes de la quantiﬁcacio´, decidim tenir en compte una juncio´ en T sii l’a`rea de
l’objecte que se superposa A, l’a`rea de l’objecte ocult B i l’a`rea del fons, so´n suﬁcient-
ment grans, e´s a dir, me´s grans que un cert llindar que imposarem. En qualsevol cas,
el llindar d’a`rea nome´s depe`n dels para`metres de quantiﬁcacio´ de la imatge digital i
tendeix idealment a zero quan la qualitat de la imatge tendeix a inﬁnit. Ame´s, aquest
llindar d’a`rea ens delimita la talla dels objectes que consideram en aquesta ana`lisi.
Llavors, a partir d’aquestes premisses, l’algorisme per a la deteccio´ de juncions, e´s
el segu¨ent:
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Imatge 3.1 Imatge 3.2
Imatge 3.3 Imatge 3.4
Imatge 3.5
Figura 3: Experiment del mapa topogra`ﬁc. La imatge original El cami-
nant (autor: Paco Perales) e´s la imatge 3.1. La imatge 3.2 mostra el mapa
topogra`ﬁc de la imatge 3.1 per les l´ınies de nivell mu´ltiples de 2. A la
imatge 3.3, el mateix pero` pels mu´ltiples de 10. La imatge 3.4 e´s la imatge
original i la imatge 3.5 mostra el mapa topogra`ﬁc de la imatge 3.4, pels
mu´ltiples de 30.
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3.3.1 Algorisme de deteccio´ de juncions en T
• Fixem un llindar d’a`rea n (a la pra`ctica, n = 40 p´ıxels sembla suﬁcient per
eliminar juncions associades a a`rees molt petites) i un llindar b (a la pra`ctica,
b = 2 e´s suﬁcient per eliminar els efectes de la quantiﬁcacio´ dels nivells de
grisos).
• A qualsevol punt x on dues l´ınies de nivell es troben: deﬁnim λ0 < µ0 el valor
m´ınim i el valor ma`xim de u dins l’entorn de 4-p´ıxels al voltant del punt x.
• Denotam per Lλ el component connex de x en el conjunt {y,u(y) ≤ λ} i per
Mµ el component connex de x en el conjunt {y,u(y) ≥ µ}. Calculam el me´s
petit λ ≥ λ0 tal que l’a`rea de Lλ e´s me´s gran que n. Anomenam aquest valor
λ1. Trobam el me´s gran µ,λ1 ≤ µ ≤ µ0, tal que l’a`rea deMµ e´s me´s gran que n.
Anomenam aquest valor µ1. Si µ1 − λ1 ≥ 2b, i si el conjunt {y, µ1 − b ≥ u(y) ≥
λ1 + b} te´ un component connex el qual conte´ el punt x amb a`rea me´s gran
que n, aleshores ens quedam x com un punt de juncio´.
Imatge 4.1 Imatge 4.2
Imatge 4.3 Imatge 4.4
Figura 4: Experiment pel ca`lcul de les juncions a partir de l’algorisme an-
terior per diferents valors dels para`metres n i b. En aquest experiment,
imatge 4.1 e´s la imatge original. La imatge 4.2 ens mostra el ca`lcul de les
juncions amb un llindar d’a`rean = 100 i el para`metre de quantiﬁcacio´ b = 2.
A la imatge 4.3, n = 100 i b = 4. Finalment, a la imatge 4.4, n = 40 i b = 2.
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Una vegada deﬁnit el mapa topogra`ﬁc i enunciat l’algorisme per al ca`lcul de les
juncions en T, e´s evident que tenim molta informacio´, i llavors el problema e´s com
podem destriar la informacio´ me´s ba`sica del mapa respecte a la secunda`ria. Aquest
fet ens porta a donar una possible resposta per als objectes ba`sics associats a l’ana`lisi
d’imatges:
Els objectes ba`sics de la imatge so´n les juncions en T i les parts de les l´ınies de nivell
que junten aquestes singularitats.
3.3.2 Visualitzacio´ del mapa topogra`ﬁc E´s clar que l’estructura del mapa to-
pogra`ﬁc conte´ tota la informacio´. Pero` per tal de visualitzar aquesta estructura,
podem deﬁnir diferents estrate`gies que ens permeten simpliﬁcar el mapa topogra`ﬁc
sense perdre la informacio´ ba`sica de les principals l´ınies de nivell i juncions.
Imatge 5.1 Imatge 5.2
Imatge 5.3 Imatge 5.4
Figura 5: La imatge 5.1 e´s la imatge 3.4 en la qual s’han eliminat tots els
components connexos extremals d’a`rea menor que 80 p´ıxels. La imatge 5.2
mostra les l´ınies de nivell de la imatge 5.1 que so´n mu´ltiples de 20 (quan-
titzacio´). La imatge 5.3 e´s la imatge original i la imatge 5.4 e´s la imatge 5.3
despre´s d’eliminar tots els components connexos extremals d’a`rea menor
que 100 p´ıxels.
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• Una primera eina per al ﬁltratge de la imatge e´s l’aplicacio´ de l’algorisme de
Vincent-Serra [18]. Aquest algorisme invariant pel canvi de contrast elimina
tots els components connexos extremals de la imatge que tinguin a`rea menor
que un cert nombre de p´ıxels, normalment entre 10 o 30 p´ıxels depenent de la
talla de la imatge.
• Un altre cam´ı en la simpliﬁcacio´ del mapa topogra`ﬁc e´s donat pel proce´s de
quantitzacio´. En aquest cas, s’intenta extreure la informacio´ redundant que hi
pugui haver al mapa topogra`ﬁc, particularment al cas de contorns on es pot
tenir una acumulacio´ de l´ınies de nivell. Per aixo` es presenten les l´ınies de
nivell mu´ltiples d’un cert factor i, en consequ¨e`ncia, eliminam totes les altres.
Aquesta informacio´ eliminada pot ser important, pero` el que es prete´n e´s oferir
una representacio´ parcial pero` coherent de l’estructura de la imatge.
4 Filtratge de la imatge preservant les singularitats de Kanizsa
4.1 El model de l’scale-space
En aquesta primera part del treball s’ha presentat el mapa topogra`ﬁc com l’estruc-
tura ba`sica de la imatge invariant per canvis de contrast locals. Donada una imatge,
el problema que es planteja quan es proposa trobar les estructures, els objectes, les
l´ınies, etc., que componen la imatge mateixa, e´s un problema de dif´ıcil solucio´. Que`
entenem nosaltres mateixos per objecte o per l´ınia per intentar-ho deﬁnir amb un
algorisme i detectar-ho?
Imatge 6.1 Imatge 6.2
Figura 6: Experiment en l’aplicacio´ de l’equacio´ de la calor. En aquest
experiment, la imatge imatge 6.1 e´s la imatge original. La imatge 6.2 e´s el
resultat d’aplicar l’equacio´ de la calor a la imatge 6.1 ﬁns al temps t = 20.
La teoria cla`ssica esta` basada en la deteccio´ dels contorns utilitzant la informacio´
que ens do´nen els gradients alts associats a la imatge. E´s a dir, donada una imatge,
podem calcular els gradients a cada punt i llavors considerar que estem en un punt
de contorn si el valor absolut del gradient e´s gran. Pero´ si ho fem directament sobre
la imatge, podem trobar punts de gradient alt, pero´ que estiguin associats al renou.
Llavors una solucio´ per extreure aquesta informacio´ de la imatge e´s usar un ﬁltre
lineal. El ﬁltre lineal me´s conegut e´s la convolucio´ amb la funcio´ gaussiana, i va ser
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Koenderink ([12]) el que va adonar-se que la convolucio´ amb la gaussiana era equi-
valent a resoldre l’equacio´ de la calor. Despre´s de passar aquest ﬁltre lineal, es pot
aplicar l’operador gradient per trobar els punts on el gradient e´s alt (veure [13]). E´s
evident, que depenent de quina varia`ncia te´ la gaussiana, el resultant pot ser molt
diferent, e´s a dir, la imatge estara` me´s o menys ﬁltrada i per tant els detalls de la
imatge poden quedar difuminats segons l’escala. Aquesta e´s la idea de l’anome-
nada ana`lisi multiescala, que discutirem despre´s. Si pensam en l’equacio´ de la calor,
agafam com a condicio´ inicial la imatge i si cercam la solucio´ convolucionant amb
la gaussiana, el resultat sera` molt diferent depenent del temps alla` on ens aturem.
Asimpto`ticament, quan el temps tendeix a inﬁnit, la solucio´ tendeix a una constant.
En general, per calcular estructures en una imatge u(x,y), (x,y) ∈ R2, la teoria
de l’scale-space o ana`lisi multiescala proposa reemplac¸ar la imatge original per una
versio´ ﬁltrada u(t,x,y) (vegeu [19]). Com Witkin remarca, els contorns aix´ı trobats
depenen de l’escala de la gaussiana. El para`metre d’escala, que denotam per t, me-
sura el grau de ﬁltratge que nosaltres volem donar a la imatge. Notem que per a
t = 0 ens referim a la imatge original i per a u(t,x,y) a la imatge ﬁltrada al temps
t. Ha estat provat en un treball d’Alvarez-Guichard-Lions-Morel [1], que el proce´s
de ﬁltratge local e´s representat per solucions d’equacions diferencials de tipus pa-
rabo`lic, amb condicio´ inicial u(0, x,y) = u(x,y), la imatge que volem analitzar. Per
distingir els diferents models que hi ha dins la teoria de l’scale-space, es tenen en
compte les propietats d’invaria`ncia de l’operador associat a l’equacio´ en derivades
parcials: af´ı, morfolo`gic o de contrast, etc. Aquest fet esta` en corresponde`ncia amb
les propietats que li demanam a un bon model, que aplicam al ﬁltratge de les imat-
ges: que sigui invariant per una transformacio´ af´ı de la imatge, que sigui invariant
pels canvis de contrast aplicats a la imatge, etc. A partir de les diferents equacions
proposades en la literatura, donem tres exemples, a causa de la seva invaria`ncia
respecte a algunes propietats descrites anteriorment.
• L’equacio´ de la calor [19]:
∂u
∂t
= ∆u (4)
• L’equacio´ de la curvaturamitja (equacio´ d’Osher-Sethian [16], vegeu tambe´ [11])
∂u
∂t
= |Du| curv(u) (5)
• El model AMSS ([17], [1])
∂u
∂t
= |Du|(curv(u)) 13 (6)
on ∆u = ∂2u∂x2 + ∂
2u
∂y2 e´s la Laplaciana de u(t,x,y) respecte a les variables (x,y),
Du = (∂u∂x , ∂u∂y ) denota el gradient espacial de u, |Du| e´s la norma euclidiana
de Du i curv(u) = div( Du|Du|), la curvatura de les l´ınies de nivell de u, div =
∂
∂x + ∂∂y e´s l’operador diverge`ncia. Esta` provat en [1] que l’equacio´ de la calor
e´s l’u´nica equacio´ lineal isotro`pica dels models de scale-space, mentre que el
model donat per l’AMSS e´s l’u´nic model invariant per contrast i invariant af´ı
dins els models donats per l’scale-space (vegeu tambe´ [17]). En el context de
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l’scale-space, invariant per contrast signiﬁca que l’operador de ﬁltratge Tt : u →
u(t) = Ttu commuta amb qualsevol canvi de contrast u → g(u), on g e´s
qualsevol funcio´ real no decreixent. L’equacio´ d’Osher-Sethian e´s com un cas
intermedi, en que` les dues so´n quasilineals i invariants per contrast.
El problema que ens plantejam e´s el segu¨ent: hem de ﬁltrar primer de tot la
imatge per uns d’aquestsmodels per despre´s intentar cercar les estructures ba`siques
de la imatge com per exemple les juncions? En primer lloc, qualsevol d’aquests
models no te´ en compte la simetria de les juncions en T. A me´s, amb el ﬁltratge de
la imatge perdem informacio´ que despre´s no podem recuperar, les juncions en T
es queden desplac¸ades o be´ perdem la seva informacio´, ja que les juncions so´n un
tipus de singularitat inherents al mateix proce´s de formacio´ de la imatge. Per una
altra part, sabem que l’algorisme que hem donat per al ca`lcul de juncions en T e´s
invariant per contrast, que e´s un dels principis ba`sics dins l’ana`lisi d’imatges.
Llavors, el que proposam e´s detectar les singularitats de la imatge, pre`viament
a qualsevol proce´s de scale-space que li vulguem aplicar. Com ja hem dit abans,
el problema que se’ns planteja quan miram el mapa topogra`ﬁc e´s la quantitat d’in-
formacio´ que hi ha i les oscil.lacions que es donen a les l´ınies de nivell que ajunten
les singularitats. Ja s’han donat uns models per a una millor visualitzacio´: elimi-
nacio´ de l´ınies de nivell petites i la quantitzacio´. En el cas del ﬁltratge multiescala o
scale-space, donada una l´ınia de nivell que ajunta dues singularitats, podr´ıem utilit-
zar l’scale-space aplicat a les corbes per suavitzar aquests trossos de l´ınies de nivell
(vegeu [5]), pero` ﬁxant els extrems.
4.2 Models de ﬁltratge per a imatges i corbes
El me´s invariant scale-space proposat en [1], e´s l’scale-space af´ımorfolo`gic (AMSS),
aixo` e´s, una equacio´ del tipus anterior la qual e´s invariant respecte als canvis de
contrast i a les transformacions aﬁns de la imatge plana,
∂u
∂t
= |Du|(curv(u)) 13
u(0) = u0,
(7)
on
curv(u)(x,y) = uxx(uy)
2 − 2uxyuxuy +uyy(ux)2
(u2x +u2y) 32
(x,y) (8)
e´s la curvatura de la l´ınia de nivell que passa per (x,y). La interpretacio´ del model
AMSS e´s donada en [1] i correspon a la segu¨ent equacio´ d’evolucio´ per corbes pro-
posada de manera independent en [17] i que anomenam ASS, o scale-space af´ıper
corbes
∂C
∂t
(t, s) = (curv(C(t, s))) 13 n(t, s)
C(0, s) = C0(s),
(9)
on C(0, s) e´s una corba inicial dins el pla i parametritzada per s, n(t, s) e´s el vec-
tor normal unitari a C(t, s) i curv(C(t, s)) la curvatura de la corba a C(t, s). La
relacio´ entre (AMSS) i (ASS) e´s formalment la segu¨ent: (AMSS) mou totes les l´ınies
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de u(t,x,y) com si cada una d’elles es mogue´s pel model (ASS). A nivell matema`tic,
pero`, existe`ncia i unicitat no es donen al mateix grau. (AMSS) te´ una u´nica solucio´ en
el sentit de les solucions de viscositat quan la condicio´ inicial e´s cont´ınua. (ASS) te´
una u´nica solucio´ regular quan la corba inicial e´s convexa [17]. La major diﬁcultat en
la classiﬁcacio´ proposada en [1] e´s la hipo`tesi que la imatge inicial u0(x) e´s cont´ınua
respecte a x. Sense aquesta hipo`tesi, el model (AMSS) i els relacionats models mor-
folo`gics perden consiste`ncia matema`tica. Aquestes diﬁcultats poden e´sser obviades
si empram el me`tode d’Osher-Sethian [16]: Si volem aplicar el model (AMSS) a una
imatge bina`ria i per tant, discont´ınua 1X , donada per la funcio´ discont´ınua de X o
funcio´ caracter´ıstica, substitu¨ım la funcio´ que ens do´na la dista`ncia en signe 1X de
la imatge inicial u0 a X, la qual es Lipschitz i te´ X com a conjunt de nivell zero:
X = {x,u0(x) ≤ 0}.
Apliquem a u0 el model (AMSS) i deﬁnim l’evolucio´ de X com el conjunt de nivell
zero de u(t). Evans i Spruck [7] han provat que aquesta evolucio´ no depe`n de la
funcio´ de dista`ncia triada i coincideix amb (ASS) quan l’evolucio´ de la frontera de
X esta` ben deﬁnida i e´s regular. En altres paraules, poden emprar (AMSS) o be´ per
moviment de funcions cont´ınues o be´ per moure un conjunt simple, o una corba
de Jordan simple, nome´s movent la seva funcio´ dista`ncia. Si pensam en funcions
discont´ınues, podem deduir que l’evolucio´ del (AMSS) sera` ben deﬁnida nome´s si ho
podem redu¨ır al moviment conjunt de les corbes de nivell simples. La pe`rdua de
continu¨ıtat te´ pero` una consequ¨e`ncia: la simetria es romp quan dos fronts es troben
com e´s el cas de les juncions en T.
4.3 Un model de Kanizsa per a l’evolucio´ d’imatges
En primer lloc, una correcta descomposicio´ de la imatge implica una pre`via seg-
mentacio´ de les l´ınies de nivell. Despre´s d’aquesta descomposicio´ donada pel mapa
topogra`ﬁc, nome´s el ﬁltratge donat per l’equacio´ del tipus (AMSS) o (ASS) pot ser
aplicat. Aixo´ implica que podem moure les l´ınies de nivell (ja sigui per suavitzar el
mapa topoga`ﬁc o be´ per aplicar l’ana`lisi donat pe l’scale-space), pero` amb condicions
a la frontera internes: les l´ınies de nivell, durant el seu moviment donat per l’equacio´
d’evolucio´, so´n obligades a passar pels punts extrems, les juncions en T.
En el cas de les imatges digitals, el conjunt de juncions e´s ﬁnit. Anomenam
Z = {z1, z2, . . . , zn} aquest conjunt. D’acord amb la discussio´ pre`via, hem d’adaptar
el model d’evolucio´ donat per l’equacio´ (AMSS) a les imatges amb juncions en T.
Llavors
Algorisme: Model de ﬁltratge que preserva les juncions, invariant af´ı i invariant pels
canvis de contrast.
• Ca`lcul de les juncions z1, z2, . . . , zn (per l’algorisme de deteccio´ de juncions, el
qual e´s invariant af´ı).
• Moviment de cada un dels trossos de les corbes de nivell C que junten les jun-
cions pel model (ASS). Si la corba te´ punts extrems, es queden ﬁxes i l’evolucio´
donada pel (ASS) no permet a la corba creuar altres juncions. La corba ﬁnal
despre´s de la seva evolucio´ ve donada per C(t).
• A partir de les corbes C(t), es pot reconstru¨ır una imatge ﬁltrada, la qual te´
les corbes C(t) com a l´ınies de nivell i les zi com a juncions. Aquesta recons-
truccio´ e´s possible gra`cies a que el model (ASS) preserva la inclusio´ de corbes
(vegeu [2]).
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4.3.1 Discussio´ anal´ıtica de l’algorisme L’algorisme anterior e´s ben deﬁnit si es
prova que el model (ASS) e´s matema`ticament correcte; aquest punt pero`, no esta`
completament solucionat, com ja s’ha dit abans. Llavors considerem la variant del
model (AMSS) donat per l’equacio´ en derivades parcials que implementa l’algorisme.
Considerem la funcio´ 1Z,ε la qual e´s regular (e´s a dir, C∞) i satisfa` l’equacio´
1Z,ε(x,y) = 1 (10)
si la dista`ncia de (x,y) a Z e´s me´s gran que ε i
1Z,ε(x,y) = 0 (11)
si la dista`ncia de (x,y) a Z e´s me´s petita que ε2 i 0 ≤ 1Z,ε ≤ 1 en qualsevol altre cas.
Llavors el model considerat e´s
(AMSSε)
∂u
∂t
= 1Z,ε|Du| (curv(u)) 13 . (12)
Aleshores, com esta` provat en [8], [9], (AMSSε) te´ una u´nica solucio´ de viscositat.
La interpretacio´ de (AMSSε) e´s essencialmet basada en la idea de preservar les
singularitats donades per Z i moure les l´ınies de nivell deu amb punts extrems sobre
el conjunt de juncions Z per la variant del model (ASS) donat a l’algorisme anterior.
Notem que la velocitat d’aquestes l´ınies de nivell e´s alterada en un entorn de radi 
del conjunt de juncions Z.
4.3.2 Ana`lisi nume`rica de les principals equacions Com s’ha discutit abans, el
model donat per (AMMS) e´s el model correcte per e´sser nume`ricament implemen-
tat. Un esquema nume`ric per a l’equacio´ (AMSS) ha estat proposat per L. A´lvarez i
F. Guichard [2], basat en un me`tode de difere`ncies ﬁnites.
Seguint aquest model, posam l’equacio´ (AMSS) en la forma
ut = (| ∇u |3 curv(u))1/3 = (u2yuxx − 2uxuyuxy +u2xuyy)1/3
Al nostre cas, per ﬁxar l’evolucio´ dels punts de juncio´, fem el segu¨ent canvi: Si
(x,y) e´s un vertex de la malla que pertany a Z, simplement ﬁxam a l’esquema donat
els quatre p´ıxels que enrevolten (x,y). Aquest petit canvi a l’esquema nume`ric te´
drama`tiques consequ¨e`ncies en l’evolucio´ de la imatge dins l’scale-space, com veurem
en els experiments nume`rics.
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4.3.3 Experiments
Imatge 7.1 Imatge 7.2
Imatge 7.3 Imatge 7.4
Imatge 7.5 Imatge 7.6
Figura 7: Algorisme de deteccio´ de juncions i ﬁltratge d’imatges que pre-
serva les singularitats de Kanizsa. La imatge original e´s la imatge 7.1 El
caminant. Imatge 7.2 do´na el resultat de l’aplicacio´ de l’algorisme de de-
teccio´ de juncions aplicat a El caminant amb a`rea n = 40 i llindar b = 2.
Les fronteres de les imatges generen gairebe´ una l´ınia de juncions, com es
veu entre la silueta de l’home i el fons de la imatge. Imatge 7.3: Ana`lisi pel
model (AMSS) de la imatge 7.1 a l’escala t = 12. Imatge 7.4: L’algorisme
aplicat a la imatge 7.1, en la mateixa escala. Les juncions ﬁxes so´n les de la
imatge 7.2. L’aplicacio´ de l’algorisme simpliﬁca la forma de les l´ınies de ni-
vell i permet una millor visualitzacio´ en l’organitzacio´ del mapa topogra`ﬁc
entre les juncions i les l´ınies que junten juncions. Imatge 7.5: l´ınies de ni-
vell mu´ltiples de 5 de la imatge original El caminant. Imatge 7.6 mostra les
l´ınies de la imatge 7.4, mu´ltiples de 5.
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5 Conclusions
A partir d’un model simple de generacio´ d’imatges, hem analitzat l’estructura del
mapa topogra`ﬁc com a estructura ba`sica de la imatge invariant als canvis de contrast
local. En aquest sentit, el mapa topogra`ﬁc conte´ tota la informacio´ de la imatge, amb
un algorisme de reconstruccio´ tan sols guardant la informacio´ dels nivells de gris
i l’orientacio´ de cada l´ınia de nivell. Podem de fet simpliﬁcar aquesta informacio´
eliminant totes les corbes de nivell petites respecte a un cert llindar o para`metre,
o be´ per un proce´s de quantitzacio´. Per una altra part, l’estructura de les l´ınies de
nivell posa en evide`ncia l’estructura dels objectes en oclusio´, i do´na lloc a les juncions
en T. Aquestes singularitats resulten ser fonamentals en la generacio´ d’imatges per
oclusions o transpare`ncies d’objectes 3D.
S’ha presentat la teoria de l’scale-space com a un model per calcular les diferents
estructures de tamanys diversos que es troben en una imatge. Pero` aquests models
de ﬁltratge no tenen en compte les singularitats de la imatge, com e´s el cas de les
juncions en T. Una possible solucio´ passaria per detectar aquestes singularitats de
la imatge, com a pas previ a qualsevol proce´s de scale-space que li vulguem aplicar.
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